Kartkowka 1.03.2018

Zadanie 1. Obliczy¢ caltke nieoznaczona

/(cos r)® dx.

Co oznacza +C na koncu podanego wyniku?

Dodanie statej na koncu wyniku sygnalizuje, ze catka nieoznaczona nie jest jedna
funkcja, ale cala rodzing funkeji (rézniacych sie o stata).

SPosOB 1. Podstawiamy y = sinz, dy = cosxdx, oraz korzystamy z jedynki
trygonometryczne;j:
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/cos3xd:v:/(1—sin2x)cosxd:c:/(1—y2)dy:y—%+(3’:sinx—sm °

+C.
SPosOB 1I1. Korzystamy najpierw z jedynki trygonometryczne;j:
/cosga:dx = /(1 — sin®z) cos v dw
=sinx — /siancosxda:,
nastepnie catkujemy przez czesci:
/ sin?z cosz dr = /(sin r) sin? z d
=sin®z — /sinx - 2sinx cosx dx
=sin®z — 2/sin2xcosx.

Rozwiazuja réwnanie liniowe, otrzymujemy

sin®

/sinQ:Ecosxdx: +C,

sin®

+C.

/cos3xdx =sinz —

Dla pelnej poprawnosci nalezy dodacé, ze wszystkie powyzsze funkcje sa ciggle, co
uzasadnia istnienie calek nieoznaczonych, ktorych uzylismy.



Zadanie 2. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja ciggta. Prosze podaé definicje
catki oznaczonej (Newtona) funkcji f na przedziale [a,b] (oznaczanej [ f(z)dzx).
Uzasadni¢ poprawnosé definicji (to znaczy jej niezaleznosé od wyboru obiektéw po-
mocniczych).

Skoro f jest funkcja ciagla, to posiada jakgs$ funkcje pierwotna F': [a,b] — R, co
pozwala zdefiniowaé catke na przedziale [a, b] jako

Jesli F jest jakgkolwiek inng funkcja pierwotna f, to
(F—F),:f—f:(],

a wiec ' — F jest funkcjg stala na przedziale [a,b]. Jesli oznaczymy ja przez c € R,
to uzycie F' w definicji calki datoby

F(b) = F(a) = (F(b) + ¢) = (F(a) + ¢) = F(b) = F(a),

co uzasadnia poprawno$¢ definicji (czyli jej niezaleznosé od wyboru konkretnej funk-
cji pierwotnej).



